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Abstract— This paper proposes a model predictive control (MPC) strategy for a differential-drive mobile
robot. It is well known that for such a system not any point can be feedback stabilized by a smooth time-
invariant control law. By using model predictive control, an appropriate control law is implicitly obtained.
Furthermore, the system physical constraints on state and inputs are dealt with in a straightforward way. The
optimization problem is solved by sequential quadratic programming (SQP) and experimental results show that
the control signal computation can be performed under the real-time requirements.
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Resumo— Este trabalho apresenta uma estratégia de controle preditivo baseado em modelo (MPC) para um
rob6 de acionamento diferencial. E sabido que tal sistema nao pode ser estabilizado assintoticamente por uma
lei de controle suave e invariante no tempo. Utilizando controle preditivo baseado em modelo uma lei de controle
apropriada é obtida implicitamente. Adicionalmente, as restrigoes fisicas do sistema sdo tratadas de maneira
direta. O problema de otimizagao é resolvido por um algoritmo de programacao quadrética seqiiencial (SQP) e
resultados experimentais mostram que a lei de controle pode ser computada dentro dos requisitos de tempo real

do sistema.
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1 Introducao

Apesar da aparente simplicidade do modelo ci-
nematico de um rob6é movel, o projeto de leis
de controle estabilizantes é um desafio conside-
ravel. De acordo com as condigoes de Broc-
kett (Brockett, 1982), uma lei de controle invari-
ante no tempo e continuamente diferencidvel nao
pode ser obtida. Para contornar estas limitagoes,
estratégias de controle nao-suaves ou variantes no
tempo foram propostas (Bloch and McClamroch,
1989; Samson and Ait-Abderrahim, 1991; Canu-
das de Wit and Sgrdalen, 1992; Yamamoto and
Yun, 1994; M’Closkey and Murray, 1997). Traba-
lhos recentes sobre controle robusto e adaptativo
de rob6s méveis podem ser encontrados em (Dixon
et al., 2004) e (Dong and Kuhnert, 2005).

Entretanto, em implementagoes realistas é di-
ficil obter-se um bom desempenho devido a restri-
¢oes que surgem naturalmente nas entradas e nos
estados. Normalmente o controlador é projetado
assumindo-se que nao ha limitagoes nas entradas
ou nos estados e, no maximo, restricoes reais sao
levadas em consideracao posteriormente. Ao utili-
zar controle preditivo baseado em modelo (MPC)
restricoes podem ser consideradas de maneira di-
reta ao gerar a lei de controle. Para um rob6 mé-
vel isto é um aspecto importante pois a posicao do
robd pode ser restringida para que pertenga a uma
regiao de operagao segura e uma agao de controle
dentro dos limites dos atuadores pode ser gerada.

Além disso, transformagdes do modelo do sis-
tema dindmico para formas encadeadas ou de po-
téncia (Bloch and McClamroch, 1989) nao sao
mais necessarias, o que torna o ajuste de para-
metros para o MPC mais intuitivo.

Trabalhos sobre a aplicacao de MPC em
robds méveis sdo recentes e escassos (Ollero and
Amidi, 1991; Normey-Rico et al., 1999; Essen and
Nijmeijer, 2001; Gu and Hu, 2005). Uma possivel
causa é o modelo de um rob6é movel ser nao-linear
e apesar de controle preditivo baseado em modelo
nao-linear (NMPC) ter sido desenvolvido (Mayne
et al., 2000; Allgower et al., 1999), o custo compu-
tacional é muito maior que na versao linear. No
NMPC o problema de programacao nao-linear a
ser resolvido on-line é nao-convexo e o numero
de varidveis de decisao é muito maior que na sua
variante linear. Neste trabalho é proposta uma
estratégia para se contornar alguns dos proble-
mas relacionados ao uso de MPC para sistemas
nao-lineares nao-holonémicos. Um algoritmo de
programagao quadratica seqiiencial (SQP) foi es-
colhido devido a sua capacidade de encontrar um
minimo exigindo poucas avaliagoes das fungoes re-
lacionadas ao problema (Barclay et al., 1997).

Em um trabalho anterior (Kiihne, Lages and
Gomes da Silva Jr., 2004), mostrou-se que o es-
forco computacional necessario para se executar o
algoritmo de MPC proposto é tal que uma imple-
mentagao em tempo real é possivel. Entretanto,
os resultados foram baseados no numero de ope-



ragoes em ponto-flutuante necessérias (conforme
relatado pelo Matlab) para se calcular a lei de con-
trole e em uma estimativa da performance de um
processador em Mflops. Neste trabalho, a viabi-
lidade da abordagem é demonstrada pela imple-
mentacao em tempo real, com medigoes de tempo
feitas no sistema em funcionamento.

Em Bloch and McClamroch (1989) ¢ mos-
trado que o sistema nao-holonémico e nao linear
relativo a um rob6é de acionamento diferencial é
controlavel, i.e., pode-se atingir qualquer estado
final a partir de qualquer estado inicial através de
entradas com amplitude limitada. E facil verificar
que quando o robd nao estd se movendo a linea-
rizagdo em torno de um ponto de operacao esta-
cionario nao é controlavel. Apesar de ser possivel
linearizar o sistema através de realimentacao de
estados para a posigao ([x y]), somente (Kiihne,
Claro, Suess and Lages, 2004), considera-se aqui
o problema mais geral no qual a posi¢ao deve ser
atingida com uma orientagao dada, ou seja, a re-
feréncia para 6 deve ser satisfeita em regime per-
manente.

2 Modelo do rob6 moével

O modelo cinemético de um robé mével com aci-
onamento diferencial (vide Fig. 1) é dado por
(1) (Campion et al., 1996):

T v cos
x=|y| = |vsinf | = f(x,u) (1)
0 w

onde x £ [z y 0] descreve a configuracio (posi-
¢ao e orientagdo) do centro do eixo das rodas, C,
com relagado a um sistema de coordenadas iner-
cial global {O,X,Y}. u £ [v w]” é a entrada de
controle, onde v e w sao as velocidades linear e
angular, respectivamente.

»
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Figura 1: Sistema de coordenadas do robo movel.

Devido ao fato de que os esquemas MPC apre-
sentados consideram sistemas em tempo discreto,
uma discretizagdo de (1) é necessdria. Um mo-
delo em tempo discreto foi obtido utilizando-se a
aproximagao de Euler do modelo original com a
forma:

x(k +1) = f(x(k),u(k)) (2)

onde k é o passo de amostragem.

3 O algoritmo MPC

A esséncia do MPC é se otimizar predigoes do
comportamento do processo a partir de uma
seqiiéncia de sinais de controle futuros. Tal predi-
¢ao ¢ feita com base em um modelo do sistema du-
rante um intervalo de tempo finito, chamado hori-
zonte de predi¢do. A cada passo de amostragem, o
controlador MPC gera uma seqiiéncia de controle
6tima resolvendo um problema de otimizagao. O
primeiro elemento da seqiiéncia é aplicado no sis-
tema. O problema é resolvido novamente no proé-
ximo instante de amostragem utilizando medidas
atualizadas do processo e deslocando o horizonte
de predigao.
A funcao-objetivo a ser minimizada é:

N
O(k) =Y x"(k+ jlk)Qx(k + jlk)+

j=1

+ul(k+j—1k)Ru(k+j —1k), (3)

onde N é o horizonte de predicio e Q >0, R > 0
s@o as matrizes de ponderacdo. A notacao a(mn)
denota a predigao do valor de a no instante m com
base em medidas obtidas no instante n.

Assim, o problema de otimizacao pode ser for-
malizado como encontrar u* tal que:

u* = arg m&n{@(k)} (4)
u(klk) u*(k|k)
N u(k + 1]k) N u*(k + 1|k)
ulk+ N — 1[k) w(k+ N — 1[k)

O problema de minimizar (3) é resolvido
a cada passo de amostragem k, gerando uma
seqiiéncia étima de controle {a*(k|k),--- ,a*(k +
N —1|k)} e o custo 6timo ®*(k). A lei de controle
é implicitamente dada pelo primeiro elemento da
seqiiéncia de entrada 6tima, ou seja, u*(k|k).

Controle preditivo baseado em modelo se ba-
seia na premissa de que por um pequeno intervalo
de tempo o comportamento do sistema real e do
modelo é o mesmo. Para que esta premissa seja
verdadeira a diferencga entre estes comportamen-
tos deve ser pequena. Obviamente para qualquer
sistema real ha limitagoes fisicas para as entra-
das de controle. Conseqiientemente, para evitar
grandes discrepancias, estas limitagoes devem ser
consideradas ao calcular as entradas de controle.
Isto pode ser feito de maneira direta definindo-se
limites superiores e inferiores para cada entrada
de controle. O problema de otimizacao deve ser
resolvido respeitando estes limites.



Entretanto, para um rob6 de acionamento di-
ferencial os limites sao na realidade as velocida-
des das rodas. Em (Kiihne et al., 2005) as res-
tricdes consideradas foram relacionadas a v e w
diretamente, o que leva a uma regiao de atuacao
maior que a fisicamente possivel, conforme mos-
trado na Figura 2. Restrigoes expressas nestas
variaveis nao expressam a realidade uma vez que
para velocidade linear maxima as duas rodas estao
na velocidade angular maxima @,,q.., portando a
velocidade angular w tem que ser nula.

4 0,471
—0,471;

Figura 2: Restrigoes nas rodas: limitagoes em
©min € Ymax (hachurada) e limitagbes em vy €
Wmax (cinza).

As velocidades das rodas esquerda e direita ¢;
e ¢, podem ser expressas como combinacao linear
das velocidades linear e angular:

| 2| = e

onde [ ¢é a distancia entre as rodas e r é o raio das
mesmas. Considerando-se que as duas rodas sao
iguais e tem os mesmos limites de velocidade ma-
ximo e minimo Ymin;, € Pmaz; pPode-se descrever
as restrigoes relativas as entradas como

r
2

~[3NI3

u(k) = [_

r
l

Pmin S @(k) S Pmaz, (5)

com  Pmin [()Omzn1 (pmlnl]T € Pmazx
[Omaz;  Pmaz;]T Substituindo-se (k) por
P~lu(k) obtém-se:

Omin < P7'u(k) < Omaz, (6)

que é a expressao utilizada neste trabalho para
restrigdes nas entradas.

4 Implementagao em tempo real

O robd mével Twil, desenvolvido em nossos la-
boratorios é considerado neste trabalho. Ele tem
formato cilindrico com 1,35 m de altura e 30 cm
de raio. O software implementando o controla-
dor NMPC foi escrito em C++. Para assegu-
rar a temporizagao, uma extensao de tempo real
para o kernel do Linux chamada RTAI (Dozio and
Mantegazza, 2003) foi utilizada. O problema de
otimizagao foi resolvido utilizando-se a biblioteca
donlp2 (Spellucci, 1998).

Todos os resultados consideram as matrizes
de peso como sendo Q = diag(1;1;0,5) e R =
0,05I2x2. O horizonte de predicao utilizado foi
N =5, anao ser onde estiver especificado de outra
forma. As restrigoes de velocidade para as rodas
SA0 Pmin, = —27 rad/s € Ymaz;, = 27 rad/s.

Conforme (Kiihne, 2005), o esquema MPC
descrito na Secao 3 gera um sistema realimentado
que apresenta erro com relagdo ou a x ou a y. Isto
estd relacionado a fungdo-custo (3) onde x(k) é
o estado do sistema, como descrito por (1). Pré-
ximo do eixo OY, para y suficientemente pequeno,
qualquer agao a ser tomada é penalizada por (3),
portanto o robo nao se move.

Em (Kiihne et al., 2005) foi apresentado um
controlador NMPC que utiliza um conjunto de co-
ordenadas polares na funcao-objetivo. O conjunto
{z y 6} é transformado no conjunto descontinuo

{e ¥ a}, com:

r+y
Y £ atan2(y, ) (7)
a®0—.

Pode-se modificar (3) para

N
= xp (k+ j|k)Qx, (k + jlk)+
j=1
ul(k+j —1k)Ru(k +j — 1k), (8)

comx, =[e ¥ al

Diferentemente da variante utilizando coor-
denadas cartesianas, obtém-se um sistema reali-
mentado sem erro em regime permanente. Nao
obstante, o rob6 somente se aproxima da origem
pelo semiplano direito, ou seja, com x > 0 e, con-
seqiientemente, v < 0. Pode-se verificar isto me-
lhor na Figura 3. O robo estd inicialmente a uma
distancia de 3 m da origem com #(0) = 0 para
todas as trajetérias. Observa-se que o robo entra
no semiplano direito antes de se aproximar da ori-
gem para qualquer condigao inicial. E desejavel
que o robo seja também capaz de atingir o ponto
de equilibrio pelo semiplano esquerdo, com velo-
cidade linear positiva.

O comportamento do sistema realimentado
utilizando NMPC e coordenadas polares é tam-
bém resultado da minimizacao da fungao-custo
utilizada na sua formulacao. Ao minimizar ¢ e «
faz-se com que o robo tenda a adotar uma posigao
sobre o lado positivo do eixo OX, com § = 0. Ape-
sar de se aproximar do ponto [0 0]7 mais rapida-
mente que outros controladores factiveis quando
localizado inicialmente no semiplano direito, o
robd percorrerd uma trajetéria mais longa que a
necessaria se posicionado no outro semiplano no
inicio da trajetoria. Devido a este problema outro
controlador serd proposto.
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Figura 3: Trajetérias para diferentes condi-
¢oes iniciais, NMPC em coordenadas polares de
(Kiihne et al., 2005).

A transformagdo de coordenadas alternativa
{e ¢ «a}, definida como

e2 VTTy

N {atanQ Y, x

pe se z(0) > 0,
] atan2 —)

se z(0) < 0,

L

%

«

é exatamente igual a expressa por (7) quando o
robd estd no semiplano direito no tempo inicial.
Por outro lado, se o robd estd no outro semiplano
uma transformacao similar é utilizada, porém si-
métrica com relagao a origem. Pontos em torno
do lado negativo do eixo OX tém valores bai-
xos de 1 enquanto que o maximo valor absoluto
desta variavel estara relacionado a pontos ao re-
dor do lado negativo do mesmo eixo. A perfor-
mance difere do sistema realimentado utilizando
esta transformacao de coordenadas difere da do
sistema utilizando o NMPC em coordenadas po-
lares conforme (Kiihne et al., 2005) para (0) < 0.
Resultados obtidos com o novo controlador podem
ser verificados na Figura 4.
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Figura 4: NMPC em coordenadas polares de
(Kiihne et al., 2005) (linha tracejada) e NMPC em
coordenadas polares alteradas (linha continua).

Pode ser visto na Figura 4 que o estado con-

verge assintoticamente para a origem. Na Figura 5
pode ser visto que as entradas satisfazem as res-
tricbes. A entrada em relacdo a u e v é mostrada
na Figura 6.

L L L
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Figura 5: Velocidades das rodas para NMPC em
coordenadas polares alteradas. Linha continua:
©.(t). Linha tracejada: ¢;(t).

L L L
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Figura 6: Entradas do sistema para NMPC em
coordenadas polares alteradas. Linha continua:
v(t). Linha tracejada: w(t).

Uma medida usual de convergéncia é o erro
médio quadratico (Essen and Nijmeijer, 2001). E
definido como

e — ZIIXII2

onde K¢ é o nimero de passos necessario para
percorrer a trajetéria e ||-|| denota a norma eucli-
diana. A Tabela 1 mostra resultados relacionado
o erro e a carga computacional em fungao do ho-
rizonte de predicao. Mais especificamente, cons-
tam: a) numero de operagoes em ponto flutuante
necessarios para calcular a lei de controle a cada
passo de amostragem, conforme Matlab, b) tempo
estimado de computagao, ¢) tempo real de com-
putagdo e d) erro médio quadrético. Os tempos
estimados de computacao foram obtidos conside-
rando uma performance de 895,8203 Mflops para
um processador AMD Athlon 64 4000+ indice este
obtido através do programa Flops (Aburto, 1992).



Tabela 1: Horizonte de predicao x tempo de computacao.

N  flo(médio) flo(max) Tempo de computagao (s) €
Estimado(médio) Estimado(max) Real(médio) Real(max)

2 57,82 x10° 1,451 x 10° 64,55 x 10~ ° 1,620 x 1073 0,0051 0,0091 1,158
3 1991 x 10® 4,228 x 10° 2222 x 107 4,719 x 1073 0,0022 0,0103 0,9058
4 4991 x10® 7,539 x 10° 577,1 x 1076 8,416 x 1073 0,0078 0,0317 0,9045
5 1,143 x 105 18,08 x 10° 1,277 x 1073 20,18 x 1073 0,0093 0,0410 0,8619
10 14,94 x 10°  143,4 x 10° 16,68 x 1073 160,0 x 1073 0,0363 0,1644 0,8570
15 — — — — 0,0864 0,3361 0.8834

Foi ajustado o niimero maximo de iteragoes
permitidas a biblioteca donlp2 com o objetivo de
limitar o tempo de computagao. Foi verificado
que um limite maximo de 40 iteragoes tem pouca
influéncia sobre a resposta do sistema realimen-
tado para N = 5. A alteracao foi importante,
porém, uma vez que o cédlculo da lei de controle
muitas vezes demorava tempo superior ao periodo
de amostragem, que é o maior deadline possivel
para a aplicacdo do sinal de controle. Ao contra-
rio do MPC linearizado (Lages and Alves, 2006),
as variagoes no tempo de computagao no NMPC
se dao devido ao processo de otimizagao, tendo
o escalonamento pouca influéncia. A solugao do
problema de otimizagao pode tomar mais ou me-
nos tempo dependendo do estado atual.

Os dados contidos na Tabela 1 mostram que
um computador recente é capaz de rodar um con-
trolador NMPC para um rob6é mével. De acordo
com (Kiihne et al., 2005), perfodos de amostragem
da ordem de 50 ms sao adequados, e o algoritmo
MPC proposto pode ser calculado para N = 5
em cerca de 40 ms. Entretanto, o cédlculo toma
80% do periodo de amostragem, o que ¢é significa-
tivo. Ainda assim, nao foram feitas tentativas de
otimizar os calculos relacionados a minimizagao,
como ajustar os parametros do algoritmo ou eli-
minar possiveis calculos desnecessdrios presentes
nas fungoes relacionadas as restricbes e ao custo.
Além disso, um processador de 64 bits foi utili-
zado, porém operando no modo 32 bits.

Similarmente ao que acontece com MPC Li-
nearizado (Lages and Alves, 2006), uma estima-
tiva baseada no ntimero de operacoes em ponto
flutuante mostra-se pouco confidvel. Os tempos
de computacao foram muito mais longos que o
estimado, como pode ser verificado na Tabela 1.
Por outro lado, o tempo de computagao apresenta
grandes variacoes dependendo do valor do estado
no instante de amostragem em questao. Para o
LMPC um processador Athlon 3200+ resolve o
problema de minimizac¢ao em média em menos de
1,0 ms, sendo que ha poucas variagoes no tempo
de computacao.

5 Conclusoes

Este trabalho apresentou aplicagées de MPC para
o problema de estabilizacdo em um ponto de um

rob6é movel nao-holonémico. Um novo contro-
lador, considerando uma nova funcao-custo, foi
apresentado, melhorando a resposta do sistema
realimentado para condigoes iniciais no semiplano
esquerdo. A relacdo entre a fungdo-custo e o de-
sempenho do sistema realimentado foi analisada
para controladores MPC considerando o problema
em questao. Foram propostas modificagoes para
outros controladores de modo a considerar restri-
¢oOes mais realistas para as entradas. Os sinais de
controle obtidos foram tais que satisfaziam as res-
trigoes.

A escolha de um controlador MPC é bastante
justificada devido a algumas vantagens: a maneira
direta na qual se pode considerar restrigoes nas en-
tradas e estados; transformagoes de coordenadas
para a forma encadeada ou de poténcia nao sao ne-
cessarias; o controlador MPC implicitamente gera
um sinal de controle que lida com as condigcoes de
Brockett.

A viabilidade do esquema proposto foi de-
monstrada por uma implementagdo em tempo
real, e dados da performance mostraram que pro-
cessadores recentes e disponiveis no mercado pos-
suem capacidade de processamento suficiente para
satisfazer os requisitos de tempo. Particular-
mente, foi possivel resolver o problema de mini-
mizacao para um horizonte de predicao igual a 5,
adequado para o problema, para um periodo de
amostragem de 50,0 ms.
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